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1 はじめに
最適制御問題はシステムの数学モデルと目的に応じた評価関数
を設定し，最適化理論を用いて最適な制御入力を導出する手法で
あり，多種多様なシステムを統一的に扱うことができ，広く応用の
可能な手法として利用されている.
最適制御問題において制御対象の数学モデルが不等式拘束を含
む場合，サブ問題を生成し，それを解くことで制御入力を決定する
ため，解の精度はサブ問題のパラメータに依存し，厳密な最適制御
を行うのは困難である．本研究では最適性条件を線形相補性条件
として再定式化し，直接，不等式拘束を満たす制御入力を導出す
る．また，シミュレーションにより従来手法との比較を行い，提案
手法の有用性を示す．

2 最適性条件とアルゴリズム概要
モデルとして，以下のような不等式拘束を含む固定区間最適制
御問題を考える．

min J =

∫ tf

t0

L(x(t), u(t))dt+ ϕ(x(tf ))

sub.to ẋ = f(x, u)
C(x, u) ≤ 0
x(t0) = x0

この問題に対する最適性条件は変分法を用いて導出される．ハミ
ルトニアンを H = L+ λT f + µTC と定義し，λ, µを共状態量お
よびラグランジュ乗数とすれば，最適性条件は以下のようにあら
わされる．

ẋ = f(x, u),　　　　 x(t0) = x0 (1)

∂λ

∂t
= −

(
∂H

∂x

)T

, 　λ(tf ) =

[
∂ϕ

∂x
(x(tf ))

]T
(2)

C(x, u) ≤ 0,　　　　µ ≥ 0 (3)

∂H

∂u
= 0,　　　　　µTC(x, u) = 0 (4)

制御入力を u, µとすれば，適当な u, µを与えれば，式 (1)から，x
が順時間に決まり，式 (2)から λが逆時間に決まる．すなわち，最
適性は式 (3)(4)を満たすか否かによって判断される．よって，評
価区間 T を分割数N で離散化し，各時刻 ti, i = 0, 1, ..., N でノミ
ナルな入力 ui, µi を与え，xi, λi を計算し，式 (3)(4) を満たすよ
うな微小修正量 δui, δµi を考えれば，最適性条件は，

µi + δµi ≥ 0
C(xi + δxi, ui + δui) ≤ 0
(µi + δµi)

TC(xi + δxi, ui + δui) = 0
∂H

∂u
(xi + δxi, ui + δui, µi + δµi, λi + δλi) = 0

(5)

が各 i について成り立つこととなる．x, λ の微小変化量はそれぞ
れ，δxi = AiδūN , δλi = BiδūN +Ciδµ̄N で表わされる．ただし，
δūN = [(δu0)

T , ..., (δuN )T ]T , δµ̄N = [(δµ0)
T , ..., (δµN )T ]T であ

る．式 (5)において ∂H/∂u,C(x, u)それぞれを一次近似し，各時
刻 iでの最適性条件を行列形式でまとめて表現すると，

δūN = −D−1E−D−1Fδµ̄N (6)

µ̄N + δµ̄N ≥ 0 (7)

G(µN + δµ̄N ) +H ≥ 0 (8)

(µ̄N + δµ̄N )T {G(µ̄N + δµ̄N ) +H} = 0 (9)

とあらわせる．なお，µ̄N = [(µ0)
T , ..., (µN )T ]T であり，各

Ai,Bi, ... の詳細は省略する．このとき，式 (6)–(8) は線形相補
性問題となっており，内点法などを用いて効率的に解くことが可
能である. よって，ノミナルな値を与え，式 (6)–(9) を解くこと
を，∂H/∂uが十分小さくなるまで繰り返し，最適入力を導出する
ことが制御アルゴリズムの概要となる．本研究では線形相補性問
題の解法として主双対パス追跡法を線形相補性問題に拡張したア
ルゴリズムを用いた 1).紙面の都合上，解法の詳細については省略
する．
以上のアルゴリズムを Receding Horizon(RH)制御に拡張する．

RH制御とは，評価関数を以下の∫ t+T

t

L(x(t′), u(t′))dt′ + ϕ(x(t+ T )) (10)

として，評価区間を移動させながら仮想的な時間変化を考えて最
適制御をおこなうことで，継続的な最適制御を行う制御手法であ
る．このとき，各時刻で解くべき問題は固定区間最適制御問題に
帰着される．よって，アルゴリズムの概要は，各時刻で式 (6)–(9)
を解き，導出された最適入力の内，その初期値を実際の入力として
与えるものとなる．

3 シミュレーション
提案手法の有用性を示すために従来手法の一つであるダミー変
数法との比較シミュレーションを行う．モデルとして以下の入力
拘束を含む非線形ばねモデル 2) を用いる．[

ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

{1− a0(x
2
1 + x2

2)}x2 − x1 + u

]
(11)

−0.5 ≤ u ≤ 0.5 ⇔ u2 ≤ 0.52 (12)

従来手法では不等式拘束をダミー変数 dを用いて u2+d2−0.52 = 0
という等式拘束に変換する．評価関数は

J =

∫ t+T

t

(
(x(t′))TQx(t′) +R(u(t′))2

)
dt′

+x(t+ T )Sfx(t+ T )
とし，RH制御を行う．ホライズン長さ T = 1[sec]，分割数 N =
10，重みをケース 1：Q = diag(50, 50), R = 50, ケース 2：Q =
diag(500, 500), R = 1 という 2つの場合のシミュレーションを行
う．ただし，どちらも Sf = I とする．従来手法は C/GMRES法
3) を用いてシミュレーションを行い，入力の更新は 0.005[sec] ご
とに行う．また，ダミー変数の重み Rd = 0.01とする．提案手法
では MTLAB を用いてコーディングし ∂H/∂u < 10−3 となるま
で反復を繰り返す．また，入力の更新は 0.1[sec]ごとに行う．初期
状態を (1, 2)とした時の 15秒間のシミュレーション結果のうち状
態 x1 と入力 uを Fig.1に示す.
シミュレーション結果を見れば，ケース 1の場合，従来手法より
も提案手法の方が厳密な入力を導出できていることが分かる．ま
た，状態の目標値への収束も提案手法の方が早く，評価関数の総和
についても提案手法 4.44 × 103, 従来手法 4.55 × 103 と提案手法
の方がよりよい制御入力を導出できている．また，ケース 2 につ
いては従来手法では計算が破たんしてしまいシミュレーションで
きなかった．しかし，提案手法ではシミュレーション可能となり，
提案手法が従来手法よりも幅の広いシミュレーションパラメータ
を扱えることが解った．

4 まとめ
不等式拘束を含む最適制御問題の最適性条件を線形相補性問題
とし定式化した．主双対パス追跡法を用いて線形相補性問題を解
くことで厳密な最適制御入力を導出することができた．従来手法
との比較により,提案手法が従来手法に比べ精度の高い制御入力を
導出できることを示した．
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Fig. 1 シミュレーション結果，実線：提案手法 (ケース 1)，破
線：従来手法 (ケース 1)，鎖線：提案手法 (ケース 2)


