
確率密度関数に対する最適制御の問題設定と数値解法

学籍番号：09C08701　大塚研究室　大角洸平

1 はじめに
鉄鋼プロセスのような多くの産業プロセスでは，完成し

た製品がすべて設計通りの品質を保持していることが望ま
しく，品質のばらつき抑制が重要である．そこで，ばらつ
きの制御として状態のばらつきを確率密度関数で表現し，
確率密度関数の最適制御を行う．本研究では，確率密度関
数に対する最適制御問題を定式化し，その数値解法を示す．
また，そのシミュレーション結果から本制御手法の有効性
を検討する．

2 確率密度関数のダイナミクス
対象システムをつぎの非線形状態方程式で記述する．

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) (1)

ただし，x(t) = [ x1 · · · xn ]T ∈ Dx ⊂ Rn，u(t) =
[ u1 · · · um ]T ∈ Du ⊂ Rmは，それぞれ状態，制御入
力を表すベクトルであり，関数 f = [ f1 · · · fn ]T は
領域Dxで定義されたベクトル値関数である．また，本稿
で扱う関数はすべて必要なだけ微分可能とする．
本研究では，時刻 tでの状態 x(t)のばらつきを確率密度

関数 p(x, t) ∈ Rで表す．初期時刻を t0 として，確率密度
関数の初期条件と境界条件をつぎのように与える．{

p(x, t0) = p0(x)
p(x, t) = 0 (∀x ∈ ∂Dx, ∀t ≥ t0)

(2)

ただし，∂Dx は領域 Dx の境界を表す．
確率密度関数の時間発展方程式は，外乱の影響のないコ

ルモゴロフの前向き方程式 1) として定式化でき，次式と
なる．

∂p(x, t)

∂t
+

n∑
i=1

∂
(
p(x, t)fi(x(t), u(t), t)

)
∂xi

= 0 (3)

したがって本研究では，式 (2)，(3)で記述される確率密度
関数が制御対象である．

3 非線形Receding Horizon制御の問題設定
確率密度関数に対する最適制御手法として Receding

Horizon (RH) 制御を適用する．RH制御は，各時刻にお
いて有限時間未来までの応答を最適化し，その評価区間を
後退させて最適制御を継続させるフィードバック最適制御
手法である．
一般的に，RH制御における確率密度関数に対する評価

関数は，汎関数 φ, Lを用いてつぎのように表せる．

J = φ[p, t+ T ] +

∫ t+T

t

L[p, u, τ ] dτ (4)

ただし，T は評価区間の長さを表し，RH制御における仮
想的な時間には τ を用いて実時間 tと区別している．RH
制御では，各時刻 tで式 (4)を最適化する入力 uopt(τ)(τ ∈
[t, t + T ])を求め，実際の制御入力を u(t) = uopt(t)で与
える．
本研究では，汎関数 φ, Lを確率密度関数の平均と分散

を評価する関数として定義し，最適性の必要条件を導出し
た．したがってRH制御では，その最適性条件を満たす入
力を各時刻で求め，実際の制御入力をその初期値として与
える．
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図 1: 制御入力と確率密度関数の特徴量の時間変化

4 シミュレーション
つぎの 1 次元非線形システムに対して確率密度関数の

RH制御を適用し，シミュレーションを行う．

ẋ = sin(x)u1(t) + cos(x)u2(t) (5)

このシステムの確率密度関数の発展方程式は次式である．

∂p(x, t)

∂t
=− ∂p(x, t)

∂x

(
sin(x)u1 + cos(x)u2

)
− p(x, t)

(
cos(x)u1 − sin(x)u2

)
(6)

RH 制御の計算アルゴリズムには，C/GMRES2) を用
いる．シミュレーション条件として初期分布には，平均
µ0 = 0.5，分散 v0 = 0.1の 1次元正規分布を与え，目標
値を µ̂ = 0, v̂ = 0.01とする．また，サンプリング時間を
∆t = 0.001(s)，状態空間を Dx = [−2, 2]，∆x = 0.005と
した．RH制御における評価区間の長さを T = 0.1(s)と
し，10(s)の RH制御シミュレーションを行った．シミュ
レーション結果を図 1に示す．
シミュレーション結果より，平均と分散をそれぞれ目標

値に近づける制御が達成できていることがわかる．また，
時刻 10(s)での各値は目標値と完全には一致していないが，
この誤差はシミュレーションパラメータを調節することで
ある程度改善することができる．

5 おわりに
本研究では，確率密度関数に対する最適制御問題を定式

化し，その数値解法を示した．適用例として，シミュレー
ション結果から本制御手法の有効性を示した．
本稿では，平均と分散それぞれを目標値に近づけること

ができたシミュレーション結果を示したが，それが不可能
な対象システムもあった．今後は確率密度関数に対する制
御性能の解明が必要である．
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